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‘ingénieur doit trés souvent répondre a une question d’importance pratique
considérable, qui est : « est-ce que tel ou tel facteur influence le résul-
tat de mesure ? » Plus précisément, de telles questions peuvent étre : « Est-ce
que telle impureté affecte les caractéristiques mécaniques de tel matériau ?» ou
bien : « Est-ce que tous les opérateurs conduisant tel gros appareil en travail posté
aboutissent effectivement au méme résultat, a la méme qualité ? » ou bien :
« Est-ce que tel parameétre, qu’on a de bonnes raisons physiques d’estimer impor-
tant, influence réellement les résultats de mesure ? »
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L'outil privilégié pour effectuer ce genre d’étude est I'analyse de Ia
variance.

Nous examinerons successivement I’analyse de la variance a simple entrée
($ 2 et3), oul’on cherche a déterminer I'influence d’un seul facteur, puis I'analyse
de la variance a double entrée ($ 4 et 5 : deux facteurs, ayant éventuellement
une interaction entre eux) et le cas particulier de I’'analyse de la variance

emboitée (8 6).

L'influence d’un facteur X sur un résultat de mesure Y ayant été mise en
évidence, il est souvent utile de chercher a préciser cette liaison entre deux
variables : la méthode de régression (8 7) a pour objet la recherche d’une fonc-

tion représentant cette liaison.

Cet article fait suite aux articles [R 240] Observation statistique, [R 250]
Estimateur et tests d’hypothéses, auxquels il est fait référence dans le cours
du texte ; les tables numériques se trouvent dans l'article [R 270] Tables

statistiques.

Les facteurs dont on cherche s’ils ont (ou non) une influence signi-
ficative sur les résultats de mesure sont appelés facteurs controlés.
L'étude de leur action se fait a partir d’'une expérience composée d'un
ensemble de mesures; les mesures sont caractérisées par des
valeurs définies (niveaux) de ces facteurs.

La technique d’analyse de la variance suppose que les résultats
de mesures soient distribués selon une méme loi de Gauss quelle
que soit la valeur du facteur étudié susceptible d’avoir une influence
sur les résultats de mesure. Cette condition, mathématique, rebute
souvent ceux qui pourraient avoir recours a ce type d'analyse. C’est
pourquoi il apparait nécessaire de réfléchir a la signification physique
de cette condition mathématique.

Prenons un exemple simple qui est la mesure de la limite d"élasticité
d'un acier AFNOR XC 18S. Cela signifie principalement que la teneur en
carbone est comprise entre 0,15 et 0,20 % et qu'il est « soudable »
dans des conditions standards. Mais, naturellement, le métallurgiste
sait bien que les propriétés de I'acier résultent de toutes les opérations
d'élaboration, de traitements thermiques, de mise en forme qu'il a
subies.

Ces propriétés vont donc, implicitement, étre dépendantes — certes
de facon tout a fait secondaire — de la présence des métaux qui se
comportent grosso modo comme le fer lors de I'élaboration (le manga-
nése), des traces de métaux servant a « calmer » l'acier, des traces de
gaz occlus et notamment de I'azote, et, de fagon moins négligeable, des
alignements de sulfures, phosphures et autres précipités fragilisants.
Elles vont dépendre de la structure métallurgique et de la morphologie
a I'échelle du grain, résultat des traitements thermomécaniques (cor-
royage, trempe, revenu). Elles vont dépendre de I'état d'écrouissage. En
outre, elles vont étre un peu influencées par la forme précise de I'éprou-
vette, par le soin mis a l'usiner, par I'alignement de I'éprouvette sur la
machine de traction, par le protocole de I'essai lui-méme, pourquoi pas
par des « manies » de I'opérateur. On conviendra qu’'on ne peut décidé-
ment pas tenir compte de tous ces parameétres a priori secondaires. On
décide de les regrouper dans le « paquet » des facteurs non controlés.
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Mais on reconnait ici un cas d'application du théoreme de la limite
centrale exposé dans les articles [R 240] Observation statistique et
[R 250] Estimateurs et tests d’hypothéses. On est donc fondé, par
application de ce théoreme, a considérer que I'ensemble des facteurs
non contrélés introduit une fluctuation aléatoire distribuée selon une loi
de Gauss qui ne dépend pas des valeurs retenues pour le facteur
contrélé. Des lors, la condition mathématique, difficile a vérifier a I'aide
de quelques résultats de mesure, peut généralement étre admise sur
la base de considérations physiques.

2.1 Relevé des observations

On isole un facteur A, celui vis-a-vis duquel on va chercher a
prendre une décision — on |'appellera facteur contrélé — et on
rejette dans le « paquet » des facteurs non contrdlés tous les
autres facteurs. On rangera parmi ceux-ci aussi bien ceux qu’on ne
connait pas que ceux qu’on connait mais vis-a-vis desquels on ne
se propose pas, a ce stade, de prendre une décision.

On note Ajle niveau ide facteur contrélé. |l y a kniveaux du facteur
contrdlé A ; pour le niveau j, on dispose de n; résultats de mesure.

Chaque résultat de mesure individuel est noté Xjj- Le premier
indice, i, est celui qui identifie le niveau du facteur contrélé. Le
second indice, j, est le numéro du résultat de mesure obtenu pour
le niveau i du facteur controlé.

Remarque : dans ce paragraphe, on ne demande pas que le nombre de résultats de
mesure obtenus soit identique pour chaque niveau i du facteur contrélé. Plus exactement,
il n"y a pas de grande complication du calcul a faire cette hypothése : les n;sont donc a priori
tous différents. Cette remarque facilite |'utilisation de I'analyse de la variance a simple
entrée, méme si le plan d’expérience n’a pas été concu dés I'origine pour I'appliquer.

Ala différence de ce qui se passe dans les calculs plus élémentaires
d’analyse statistique (articles [R 240] ou [R 250]), il sera nécessaire
de faire des moyennes tant6t au sein du niveau du facteur controlé
(c’est-a-dire sur I'indice j) tant6t au sein de I'ensemble des résultats
de mesure (c’est-a-dire simultanément sur les indices iet j). Il y aurait
ambiguité a utiliser un surlignage (x). On notera la moyenne en
substituant un point a I'indice sur lequel on effectuera la moyenne.
Ainsi :

1
o= s Xij (1
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= 2 X )

avec N =Y n;.
7

Il est commode d’utiliser la présentation des résultats sous la
forme du tableau 1.

Tableau 1 - Notations concernant les résultats de mesure
utilisés dans I'analyse de la variance a simple entrée

Niveau Movenne Nombre
du facteur Résultats de mesure ar xiveau de mesures
controlé A p par niveau

Aq X111 X12 e Xqp, X1, n
Ay X21 X2 X2n, X3, ny
A; Xij Xis n;
Ak X1 eereerrnnnennnnn ank Xk. Ny

2.2 Notion de variation — Définition
des variations utilisées
dans I'analyse de la variance

Chaque mesure xj; présente un écart vis-a-vis de la moyenne
générale x..; cet écart est x;;— x... On peut considérer la norme de
cet écart qui est, au sens dju vocabulaire de la géométrie la plus
habituelle, le carré de la distance séparant chaque résultat de
mesure x;; de la moyenne générale x... La valeur de cette norme
est:

(X3~ %)

Nota : on rappelle qu’en géométrie classique (Pythagore par exemple), on utilise
toujours dans les calculs les carrés des distances.
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Etendue a tous les résultats de mesure, supposés indépendants,
lasomme de ces termes (x;; - x..)2 prend le nom de variation totale T:

T= z:(x,-j—xn)2 (3)
ij

Il est tentant et naturel d’essayer de distinguer dans cette variation
totale T la contribution des facteurs non contrélés et celle du facteur
controlé. Avec la méme signification géométrique, les facteurs non
controlés contribuent, au sein de chaque niveau A; du facteur

contrdlé A, a une variation " (x;;- x;,)2. Etendue & tous les niveaux

j
du facteur contr6lé, cette variation vaut :
R=Y [Z(X,jfx,.)z} ()
[

On appelle R la variation résiduelle (certains parlent de variation
intraclasse). C'est la variation constatée indépendamment de tout
effet du facteur contrélé A. Il est intuitif qu’elle est une mesure de
la dispersion naturelle de la distribution des résultats de mesure en
I'absence de tout effet du facteur contrélé A.

La différence entre T et R rend compte de ce qui distingue ces
deux variations, c’est-a-dire une variation qui se manifesterait en
plus de celle des facteurs non contrblés. Elle rend compte de la
contribution - éventuelle — du facteur contrélé A. Elle peut étre écrite :

A=Y |mx,-x)2 = T-R (5)

On appelle A la variation interclasse. En quelque sorte géo-
métriguement, on remarque qu’elle fait apparaitre la mesure entre
les moyennes x;, au sein de chaque niveau i du facteur contrélé
A; et la moyenne générale x...

2.3 Principe de l'interprétation

Dés lors, I'interprétation releve du « bon sens ». Elle est illustrée
sur la figure 1 dans le cas de deux niveaux du facteur controlé. C'est
presque un probléme d'optique, de pouvoir séparateur, ou il s’agit
de savoir si I'ceil voit distinctement. En effet, il s’agit de savoir si
I'on peut distinguer les moyennes par niveau x;, de la moyenne
générale x.., sachant que l'unité de mesure naturelle de la distribu-
tion, I'écart-type o¢ constaté pour chaque niveau, estincompressible,
et qu’il se déduit de la variation résiduelle R.

—

R ——

XI_ X“ Xz_ X

(@ Dans un tel cas, I'écart-type g est grand devant les écarts
{x,, = x_,). On ne peut mesurer ces écarts avec une unité (G{]
plus grande gqu'eux. En d'autres termes, le pouvoir séparateur
est insuffisant pour distinguer des points trop proches x; et
X, ,. On conclura que |'effet du facteur contrdlé A ne peut étre
mis en évidence.

Xy X X2

. . . X

(® Dans ce cas, I'inverse du précédent, I'écart-type g est petit
devant les écarts (x,, — x,,). Le pouvoir séparateur permet de
distinguer nettement les points x;, et x, parce que |'unité de
mesure g, est petite devant les distances 4 mesurer. On conclu-
ra que le facteur contrdlé A est mis en évidence.

I  courbe des résultats de mesure correspondant au niveau 1 du facteur A
I1 courbe des résultats de mesure correspondant au niveau 2 du facteur A

On a placé la moyenne générale x,, sur I'abscisse x.

Figure 1 - Interprétation de I’analyse de la variance
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2.4 Calculs

Compte tenu des réflexions du paragraphe 1, on fait I'hypothese
que, pour chaque niveau A; du facteur contrélé A, les résultats x;;

sont distribués selon une méme loi de Gauss dont I'écart-type rend
compte de |'effet des facteurs non contrélés, lequel effet ne peut étre
que le méme quel que soit le niveau A;.

Donc la moyenne x;, de variables de Gauss x;; est une variable
de Gauss. La moyenne x., de variables de Gauss x; est aussi une

le

variable de Gauss. Les différences (x;; - x.), (x;;— x;,), (x;, — x..) sont
des variables de Gauss. Leurs carrés (x;; - x.)2, (xjj= %2, (x;,, - x.)?
sont, a un facteur multiplicatif pres, distribués selon des lois de 952.
Le calcul détaillé montre que, si o est I'écart-type de la variable
de Gauss x;;:
* R est distribuée comme 02 “x2(N-k) ;

* A est distribuée comme 62-12 (k=1).

Remarque : les degrés de liberté, respectivement (N -k) et (k- 1), se déduisent du
nombre N de résultats, de celui (k) des niveaux du facteur controlé et du nombre de
relations utilisées pour calculer les variations R et A.

En se reportant a l'article [R 250] Estimateurs et tests d’hypo-
théses, on constate que la qualité :

¥ (x;-x;,)?
R ij

N_k -~ N-k (6)

Vg =

est une estimation de la variance de x;;, laquelle est par hypothése
égale a Gé. On note cette estimation par 6‘2.

De fagon analogue, la quantité :

A zni(X,'.* )2
_ _
VAT kT T k1 7
a la forme d’une variance.
Il vient que la quantité :
ot 23k=1)
Ya _ k=1
Ve oEx%(N-k)
N-k

est distribuée selon une loi de Fisher-Snedecor F(k—1; N-k).
Remarque : dans le langage courant, on parle des « quotients » v, et vg, et du

« rapport » % de ces « quotients ».
R
A ce stade, on dispose, d’une part, des résultats expérimentaux
xj;ayant permis de calculer les valeurs « expérimentales » des varia-
tions A et R puis les quotients v,4 et vg, d'autre part, des lois que
suivent les valeurs « théoriques » des mémes quotients v, et vg. Il

est donc possible d’effectuer un test d’hypothése sur I'homogénéité
des résultats.

2.5 Conclusion

Si I’'on constate que :
v
A <F (k-1; N-k)
VR

cela signifie que, au seuil o, la contribution de la variation
« expérimentale » de A est négligeable devant la variation
« expérimentale » de R. Dans ce cas, on conclura : « au seuil «, il
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n’est pas possible de rejeter 'hypothése d’avoir une population
homogeéne ».

e Remarque

— Une autre conclusion, de caractére un peu théorique, est que
v, est une seconde estimation de o?.

— En pratique, l'ingénieur franchira un pas supplémentaire,
allant au-dela du résultat de I'analyse statistique, en concluant que
le facteur contr6lé A n’exerce pas d'influence significative sur les
résultats de mesure.

— Une fois de plus, on constate que la conclusion est
« intrinséquement liée » a un risque o. D'ou I'importance pratique,
concreéte et pas seulement formelle, de la locution « au seuil o ». Ce
qu’on lit dans la conclusion I'avers de la médaille - est
intrinsequement lié au seuil o considéré — le revers de la médaille.

Si I’on constate que :

Va
—>F, (k-1; N-k)
VR

la conclusion sera que « au seuil o, il est possible de rejeter I'hypo-
thése d’homogénéité ». En termes d’ingénieur, il y a une influence
significative du facteur controlé A sur le résultat de mesure.

Pour aller treés vite et limiter le risque d’erreurs de calcul, on remplit
le tableau 2 appelé tableau d’analyse de la variance a I'aide des
formules pratiques rassemblées dans le tableau 3. Ces formules
rendent calculables simplement « a la main » les problémes d’une
complexité moyenne qui sont ceux de la plupart des ingénieurs. Sur-

tout, elles évitent d'avoir a calculer les différences du type x;;-Xx;,
qui comportent un grand nombre de chiffres significatifs, ce qui évite
les erreurs d’arrondis et diminue la place utilisée dans les mémoires

d’ordinateurs.

Tableau 2 - Tableau d’analyse de la variance
a simple entrée

Variations Somme§ De'gres . Quotients
des carrés de liberté

N A
Variation interclasse A va=k-1 Va = -
A

. - R
Variation résiduelle R vg=N-k VR = 5
R

Variation totale T

Tableau 3 - Formules pratiques pour le calcul de I'analyse
de la variance a simple entrée

a= 5 (3x)
1
T = ZX?/-I—A
ij
A= 2% (;x,,.)z_A
R=T-A

N nombre total de résultats de mesure.

xjj résultat de mesure individuel (niveau i du facteur A, numéro j
du résultat de mesure pour ce niveau i).
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Exemple 1

Recherchons si le manipulateur déterminant la composition
chimique d’un laitier de haut fourneau influe sur le résultat constaté
quand, en effectuant un essai, le premier manipulateur obtient :

26; 29; 28

le second :
31; 30; 33; 29; 33

et le troisieme :
29; 32; 30; 31

Remarquons que, méme s'il est souvent passé sous silence, ce
type de probléme gouverne I'un des points clés de la plupart des
fabrications industrielles, qui est celui de la reproductibilité et de
I'"homogénéité des livraisons lorsque la technique exige un travail
posté.

® On commence par faire un changement de variable pour mani-
puler des nombres plus simples. On évite les virgules, source
d’erreur aussi bien pour les calculs a la main que pour les entrées de
données dans |'ordinateur.

Les résultats de mesure étant Xjj, on prend comme variable :
9,']' =10 X,'j— 25

o D’ou le tableau de calcul 4, qui comporte aussi les calculs inter-
médiaires nécessaires au calcul des variations.

Il vient :
T = 357 -310,08 = 46,92
_ 82 312 222 _
A= —3—+—5—+—4——A_24,45

R=T-A=4692-24,45 = 22,47

o On peut reporter ces valeurs dans le tableau 5 d'analyse de la
variance. Il y a ici trois manipulateurs, donc k= 3.

On en tire la valeur « expérimentale » du rapport des quotients :

v
A = 4,91
Vg

Test d’homogénéité

Pour effectuer le test, il faut choisir un risque o. Ce choix dépend
des types de problémes (donc des habitudes des entreprises et des
laboratoires), notamment de I'ampleur et de la nature des consé-
quences des risques physiques et financiers associés a une
conclusion erronée. Ici, on chaisit le risque « habituel » (considéré
de fagcon assez commune) de 5 %. On trouve dans la table de
Fisher-Snedecor :

F0’05 (2 N 9) = 4,26

ANALYSE DE LA VARIANCE ET DE LA REGRESSION. PLANS D'EXPERIENCE

On constate que :

Va
v >Foo5 (25 9)
R

On en déduit: «au seuil a=5%, il faut rejeter I'hypothése
d’homogénéité de la population » : le manipulateur influence donc
le résultat de I'essai.

Nota : d’aucuns auraient pu choisir un risque moindre, par exemple, choisir o.= 1 %. lls
auraient trouvé dans la table :

Fo,01(2; 9) = 8,02 et déduit que :
Va
= < F 2;9
va < Foor ( )

Par conséquent, leur conclusion serait : « au seuil 1%, il n‘est pas possible de rejeter
I'hypothése d’homogénéité » (figure 2), et donc « I'influence du manipulateur qui effectue
les essais n’est pas mise en évidence ».

On retrouve |a une situation « de bon sens ». Si I'on doit — ou si I'on veut - se limiter a
un risque trés faible d’aboutir a une conclusion erronée, on est conduit a ne rien décider.
Pour décider dans une telle situation, il faudrait plus de résultats, plus de temps,
probablement plus d’argent pour faire I'étude. Pendant ce temps-13, il se peut que les
concurrents progressent parce qu’ils auront, eux, accepté un risque mieux approprié au pro-
bleme. En d’autres termes, et comme toujours, quelles que soient les aides a la décision - et

I'analyse statistique est une aide trés puissante —, les qualités propres du décideur restent
indispensables.
f(F) &
L
p=
" o =0,01
22222
0 I 491 | F(2:9)
4,26 8,02
= : = F '
ﬁ}_ns (2:9) 0,01 2:9)

Pour un ensemble de résultats donnés, la valeur « expérimentale »

v
—4 st immuable. En revanche, elle dépend des résultats x; g
VR

Le choix «approprié» du risque a — rationnellement consenti —
conduit & accepter ou & rejeter rationnellement |'hypothése d’homo-
généité. Mais on remarque que le refus de tout risque (a trés faible)
conduit 3 ne jamais étre en mesure de décider quoi que ce soit.

Figure 2 - lllustration de la facon dont le risque consenti « intervient
(les valeurs numériques sont celles de I'exemple 1)

Tableau 4 - Résultats de mesure de I'exemple 1

Résultats de mesure,

Manipulateurs apres changement de variable
i=1 1 4 3
i=2 6 5 8 4 8
i=3 4 7 5 6

Somme des carrés : 205 = 357.

ij
Nombre total de mesures : N = 12.

2
1 2 _ 61
A= L (ZX"I‘) = 55 = 310,08.
Uj
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Moyennes
Sommes Sommes par manipulateur
totales
par ligne " 6;; Yo, 20,-1-
g 7 0, =
1
ni=3 8 2,66
nj=>5 31 } 61 6,2
ni= 4 22 5,5
R 260-5



ANALYSE DE LA VARIANCE ET DE LA REGRESSION. PLANS D'EXPERIENCE

Tableau 5 - Tableau d’analyse de la variance
a simple entrée de I'exemple 1

Sommes Degrés

Variations des carrés | de liberté Quotients
Variation interclasse A=24/45 k-1=2 va=12,22
Variation résiduelle R=22,47 N-k=9 VR =2,49
Variation totale T=46,92

Dans de nombreux problémes industriels se pose la question de
déterminer s’il y a une interaction entre deux facteurs A et B.

On peut citer comme exemples classiques les équivalences
temps-température des traitements thermiques des aciers, ou les lois
de compressibilité des gaz réels, ou une interaction se superpose
de fagon significative a ce que laisse prévoir la loi de Mariotte. L'ana-
lyse de la variance a double entrée est un moyen puissant d’effectuer
rationnellement ce type d’étude.

4.1 Relevé des observations

On consideére deuxfacteurs controlés A et B, dont les niveaux géné-
raux sont notés A, et By, (tableau 6). Pour chaque couple de niveaux
A, et By, il y a v mesures. La restriction a ce que ce nombre v soit
identique pour tous les couples est nécessaire, dans le cadre de cet
exposé, afin de disposer de notations mathématiques lisibles et
manipulables.

Pour chaque couple de niveaux, les dispersions sont attribuées
aux facteurs non contrdlés (8 1) qui conduisent a considérer que les
résultats X, (notation du tableau 6) sont distribués selon des lois
de Gauss de méme écart-type g

Les moyennes sont :

— moyenne par ligne :

2 Xabp
bp
X = e—
a
(1] kBV
— moyenne par colonne :
2 Xabp
X, pe = ap
kav
— moyenne générale :
2. Xabp
X — abp

kakgv

Tableau 6 — Notations concernant les résultats de mesure utilisés dans I'analyse de la variance a double entrée

Facteur contrélé B, kg niveaux

Facteur
controlé A,
k4 niveaux B, ... B, ... B,
A, Moyenne
X1ee
Xap1 Moyenne
des v M
. oyenne
A, Xabp résultats : )\(/
dee
Xabv Xabe
A Moyenne
kA XkA'-
Moyenne Moyenne Moyenne Moyenne
X1, X, be X.p générale
oret Xeee
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4.2 Variations utilisées

Par analogie avec les variations utilisées au paragraphe 2.2
[relations (3), (4) et (5)], on cherche a décomposer la variation
totale T:

T= 2 (Xabﬁ_ Xeeo)?
abf

a l'aide de la variation résiduelle R:
R =Y (Xapg—Xap,)?
abp

et des variations éventuellement provoquées par les facteurs
controlés A et B, a savoir:

A = kv (Xa = X.u)?
a

et B = koY (X,p,~ X,..)?
b

On peut remarquer que ces variations ont des définitions tout a
fait identiques a celles considérées au paragraphe 2 sur I'analyse
de la variance a simple entrée. Pour distinguer la variation A de la
variation B, on parlera respectivement d’effet principal du facteur
A (quantité A) et d’effet principal du facteur B (quantité B).

Si I'on se livre a une vérification, on constatera que :
TR+A+B

En effet, il faut faire intervenir une nouvelle variation AB, appelée
interaction, qui fait intervenir a la fois les moyennes des résultats
obtenues pour les couples de niveaux A, et B, des facteurs controlés.

On a:
AB = VY [ Xaby = (Xgea + X,p,) + X,,,12
ab

et T=R+A+ B+ AB.

L'existence de cette interaction AB montre qu’une variation,
éventuellement importante, peut apparaitre méme sila contribution
des effets principaux A et B est faible devant R. Physiquement, cela
montre que les facteurs contrdlés A et B peuvent interagir signifi-
cativement alors méme que ni I'un ni I'autre n’agissent seuls
significativement.

4.3 Calculs

Soit GE la variance de la distribution des x,55 pour chacun des

couples A, Bdes facteurs controlés, toujours produite par les facteurs
non controélés.

Comme pour l'analyse de la variance a simple entrée, on peut
montrer que les quotients des variations T, A, B, AB, R par 0'2 sont
distribués comme des lois de )(2 de nombres de degrés de liberté
convenables.

A est distribuée comme crg “x2(ka-1).

B est distribuée comme o-é <x2(kg=1).

AB est distribuée comme crg;(z{(kA— 1(kg-1}.

. . . 2

R est distribuée comme a;-;ﬂ{kA kg (v—=1}.

Remarque : le nombre de degrés de liberté de I'interaction faisant intervenir la quantité
(v=1), il en résulte qu’il est nécessaire de disposer d’au moins deux résultats de mesure
(v=2) par couple (A, By,) de niveaux des facteurs contr6lés pour effectuer une analyse de
la variance a double entrée.
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On peut alors construire le tableau d’analyse de la variance a double entrée (tableau 7)
et le remplir a I'aide des formules pratiques (tableau 8).

Tableau 7 - Tableau d’analyse de la variance
a double entrée

. Sommes Degrés .
Variations des carrés de liberté Quotients
Effet principal _ = A
du facteur A A va=ka-1 va Va
Effet principal _ _ B
du facteur B B vp=kg—1 VBT
) AB
Interaction AB vag=(ka—1) (kg=1) Vpg = —
VaB
Variation _ _R
résiduelle R VR=kakg(v=1) Vg =<
Variation totale T kakgv-1

Tableau 8 — Formules pratiques
pour le calcul de I'analyse de la variance a double entrée

e

_ _abp
A= kokg v
2
T = ZXabﬁ—A
abp
2
Z[ZXabﬁ}
G=2"8 " 4
%
R=T-G
2
S | S s
A = a Lbp A
kgv
2
S | S x|
B=L " ab 1 4
kav
AB = G-A-B

4.4 Conclusions

a) L'interaction AB est-elle significative ?

Pour « mesurer » si I'interaction AB est significative, on utilise la
variation résiduelle R - qui est une estimation de oz — comme unité
de mesure. On utilise donc comme terme de comparaison vg et I'on

v
compare # a Fy (vag; vg).
R

On conclut, au seuil o, que l'interaction n’est pas significative —
I'hypothése d’homogénéité ne peut étre rejetée — si:

v
AB .

N <F,(Vag: VR)
R
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On conclut l'inverse si : ,
Tableau 9 - Résultats de I'exemple 2

AB
V_H >Fy(Vag: VR) Charge de rupture d’éprouvettes en bronze fritté
(origine : 20 N/mm?: unité : 1 N/mm?)
b) Les effets principaux de A et de B sont-ils significatifs ?

Pour « mesurer » si les effets principaux de A et de B sont signi- Etain
ficatifs, on peut utiliser selon les cas deux termes de comparaison : Cuivre s
. o . ) 2 B, B, B; ommes
— soit vg, c’est-a-dire que I'unité de mesure est toujours &7 ; la par ligne (Cu)
discussion est alors celle d'une analyse de la variance a simple entrée 6 7 1 10 5
pour le facteur principal A d’'une part, pour le facteur principal B
d’autre part ; au seuil o, les hypothéses d’homogénéité ne peuvent A 2=24 2=9 2=13 46
étre rejetées respectivement si : 3
Va _ F ) 6 0
L= ViV
vg AR A, Y-18  Y-24 y-7 49
7 4 4 10 2 2
B <F,(vgi vg)
VR 6 10 8 3 2 4
— soit vg, c'est-a-dire que l'unité de mesure tient compte de A3 Y =31 Y =25 Y =16 72
I'existence d'une interaction — elle est alors normalement supérieure 8 7 7 7 3 7
a 6,5 ; la discussion consiste alors a rechercher un effet principal de Somme générale
A d'une part, de B d’autre par en plus d’une interaction déja mise Sommes = 167
en évidence ; il va de soi que ce type de discussion est le plus fertile part(:glno)nne 73 58 36 =Y x bs
a

et le plus novateur puisqu’il permet de mettre en évidence - lorsque
c'est le cas — le caractére primordial d'une interaction. Au seuil o,
les hypothéses d’homogénéité conditionnelle ne peuvent étre On ainscrit, au centre de chaque case, lasomme Y x,,; des 4 résultats indi-
rejetées respectivement si:

abp

viduels qui figurent dans les angles de la case correspondante. Les sommes
par ligne et par colonne ainsi que la somme générale de tous les résultats

Va <F (Va: Vag) ont également été reportées dans les marges du tableau (il s’agit des
“TalYAr VAB sommes et non des moyennes).

VaB
Ve
—VAB <F,(vg: Vap) @ Les étapes du calcul sont les suivantes.

Terme correctif :
Remarques

— |l va de soi qu’une telle analyse ne peut étre conduite lorsqu’on a conclu au premier 167 2
stade (cf. a) qu'il n’existe pas d’interaction significative. A= W = 774,7
— Si I'on conclut simultanément a I'absence d’interaction significative, a I'absence
d'effet principal significatif du facteur A, a I'absence d’effet principal significatif du facteur 2
B, on admet en pratique que le population est homogéne puisqu’on ne peut, au seuil o, z X =62+724+...+32+72 = 1035
rejeter I'hypothése d’homogénéité. abp

abp
Variation totale T=1035-774,7 = 260,3
4.5 Exemples Variation globale :
2,92 2 2 2

Exemple 2 G = 242 +924+13%2+...+25%+ 16 A= 3617_774,7 - 1296

Un fabricant de coussinets en bronze fritté se propose de déter- 4 4
miner si la ré_sistance“é I_a rupt_un:e du bronze, dépen(_i des lots de Variation résiduelle :
poudre de cuivre et d’étain utilisés pour son élaboration.

@ Plan d’expérience R=T-G=260,3-129,6 =130,7

Dans ce but, on réalise a partir de 3 lots différents de poudre de Effet principal du cuivre :
cuivre (facteur A donc k4 = 3) et de 3 lots différents de poudre d’étain ) ) )
(facteur B donc kg = 3), 9 mélanges de composition identique (90 % A= 46744974727 9701 45,5 _ 337
de Cu, 10 % de Sn) correspondant aux neuf combinaisons deux a 12 12
deux des lots de cuivre et d'étain utilisés. L. et

X ) ) . Effet principal de I'étain :

A partir de chacun de ces 9 mélanges, on comprime, sous une
méme pression, 4 éprouvettes de flexion identiques (donc v =4). Les B - 732+582+362 A=9989 oois_577
36 éprouvettes provenant des 9 mélanges sont ensuite frittées en - 12 ST 12 T A
une méme opération dans un four a atmosphére réductrice. Ces . . o
éprouvettes sont enfin cassées sur une machine d’essai. Interaction cuivre-étain :

Les charges de rupture ainsi déterminées, arrondies & 1 N/mm? AB=G-A-B=129,6-33,7-57,7=38,2
pres, sont reportées sur le tableau 9, en newtons par millimétre carré On reporte ces valeurs dans le tableau 10 d’analyse de la
en exces de la valeur de 20 N/mm? choisie pour origine. variance.
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Tableau 10 - Tableau d’analyse de la variance
de I'exemple 2

Variations dse(;n:;?féss dgﬁ%r:';é Quotients
Effet principal du cuivre (A) A =33,7 va=2 v4 = 16,85
Effet principal de I'étain (B) B=57,7 vg=2 vg = 28,85
Interaction cuivre-étain AB=38,2 vpg=4 Vag = 9,55
Variation résiduelle R=130,7 vp=27 vg=4,84

Variation totale T=260,3 35

o Conclusions
En choisissant un risque de premiére espéce o = 0,05, on conclut
de cette analyse :
— que l'interaction AB n’est pas significative, car on constate que :
Vas 9,565
22 = I = 197<Fy (4 27) = 2,73
v 484 0.05( )
— que les effets principaux A et B doivent étre considérés comme
significatifs, car on constate que :

Va 16,85 _ o
Vg 484 3,48 > F05(2; 27) = 3,35
Vg 28,85 _ . _
_VR =784 5,96 >F0'05 (2; 27) = 3,35

L'hypothése d’homogénéité doit donc étre rejetée. Les lots de
cuivre et d'étain exercent une influence sur la résistance a la rupture
des bronzes frittés. L'étude précédente démontre, en outre, que leurs
effets sont simplement additifs, sans qu’il paraisse exister aucune
interaction entre les lots de cuivre et d'étain associés dans un méme
mélange.

Exemple 3

Le rendement d'une réaction chimique réalisée dans des
conditions industrielles pourrait dépendre de la température et de
la pression. Afin de s’en assurer, une étude est conduite en adoptant
trois valeurs de température (facteur A) : 225 °C, 250 °C, 275 °C et
deux valeurs de pression (facteur B) — 50 bars, 60 bars. La grandeur
mesurée est la quantité de produit chimique formée, exprimée en
exces par rapport a la plus petite valeur obtenue - celle-ci est
constatée pour le couple 225 °C, 50 bars.

® Les résultats sont reportés sur le tableau 11. Sur ce tableau, on
a ajouté les sommes par ligne, par colonne et par case. Pour chaque
couple A,, By, on a deux résultats de mesure : v = 2.

Tableau 11 - Résultats de I'exemple 3

Facteur A (température) ky = 3

Facteur B
(pression) Sommes
kg=2 A, A, Az par ligne
0 28 65
B Xap5 = 10 60 130 200
1 10 }% abp 32 } 65 }
42 58 75
B, 80 120 150 350
38 62 75
Sommes _
par colonne 90 180 280 | 550 = a%ﬂxabﬁ
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e Calculs
Terme correctif :
5502 5502

2
(27500
ab _ _ -
kakgv ~ 3x2x2 12 25208

A=

Somme des carrés :

Y x2,5= 0241024422+ ... +752+752 = 32024
abp
Les calculs conduisent a:

T =32024-25208=6816
_ 102+ 802 +... + 1502

G 5 A = 3195025208 = 6742
2 2 2

A= W—A = 29725-25208 = 4517
2 2

B = 200°+350% 1 _ 5708325208 = 1875

6

AB=6742-4517 - 1875 =350
R =6816-6742=74

Ils permettent d’établir le tableau 12 d’analyse de la variance.

Tableau 12 - Tableau d’analyse
de la variance de I'exemple 3

Sommes Degrés

Variations des carrés  de liberté Quotients
Effet principal
de la température A= 4517 va=2 va=2 2585
Effet principal
de la pression B= 1875 vg=1 vg=1875
Interaction AB= 350 vag =2 vag= 175
Variation résiduelle R= 74 vg=6 vg= 12,33
Variation totale T= 6816

o Conclusions
On constate que :

Vag 175

Yag _ 175 _ 44195 F, 5 (2; 6) = 5,14
v, 1233 7 Foos (270)

Va _ 22585 _ 6 -
= Ry = 18317 Fos (21 6) = 514
Ve _ 1875 _ 6 -
= oy = 152075 Fops (17 6) = 599

On conclut que, au seuil o =5 %, les effets de I'interaction, de la
température et de la pression sont significatifs.

Cependant, la question physiquement la plus importante est de
savoir s'il y a un effet de la température ou de la pression en sus
de l'effet de I'interaction. En d’autres termes, il s’agit de savoir si
le vrai parameétre physique ne serait pas l'interaction.

Pour répondre a cette question, il faut utiliser comme terme de
comparaison v4g. Ceci revient a chercher a mesurer I'effet éventuel
de la température et de la pression avec une unité de mesure qui
tient compte de I'existence de l'interaction. On constate que :

Va 22585 _ . -
Vg~ 75 - 1290<Fops (2 2) = 19,00
\7:] 1875
5 - 1802 -10,71<F 1;2) = 1851
VaB 175 005 ( )
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On conclut que, au seuil a.=5 %, il n'y a pas lieu de considérer
d’effet significatif de la température ni de la pression, en sus de |'effet
significatif de l'interaction. L'interaction est donc le paramétre
primordial dans cet exemple. L'ingénieur, muni de cette conclusion
apportée par |'analyse statistique, doit continuer son étude en uti-
lisant principalement ses connaissances sur la chimie de la réaction
considérée. Il lui appartient éventuellement par approximations
successives, de déterminer le paramétre efficace m, fonction de la
température T et de la pression p, et de vérifier ensuite la justesse
de sa détermination par une analyse de la régression (8 7).

Une fois qu’a été déterminé au seuil o si tel ou tel effet est signi-
ficatif, il est possible de construire un (ou des) modéle(s) mathé-
matique(s) permettant d’affiner I'analyse et d’en tirer les conclusions
ultimes.

5.1 Cas ou le choix des niveaux
des facteurs controlés est systématique

On peut poser:
Xapp = )Lc,+&da+%b+:lab+éab/3

Dans cette expression :

— &,pp est la fluctuation - gaussienne — due aux facteurs non
controlés ;

— g est une constante ;

— s, (respectivement %3, ) est une correction systématique pour
tous les résultats du méme niveau du facteur A (respectivement B) ;

— J,p est une correction systématique complémentaire pour
tous les couples de niveaux des facteurs A et B (donc pour toutes
les mesures correspondant a une case du tableau 6 d'analyse de la
variance).

De fagon intuitive, s, et %, rendront compte, niveau par niveau,

des effets principaux et, de facon analogue, J,, rendra compte de
I'interaction. On peut choisir A1y de telle sorte que, simultanément :

g(%a) =0
%(%b) =0
g(aab) =0
%(Ja,,) =0
%(Jab) =0

R 260-10

On démontre alors que, si — et seulement si - I'effet correspondant
est significatif, on peut calculer les espérances mathématiques des
quotients vy, vg, vag. Elles sont données par les expressions :

kg v
Elval = 27 21,7+ 0
a

ks v
Elvgl = kBAJ zb(%b)hag

_ v 2 2
Elvagl = (kA_.I)(kB_”g;(Jab) +0;

avec toujours Elvg]l = Gé

A partir des résultats numériques du tableau d’'analyse de la
variance, on peut identifier chaque quotient a son espérance mathé-
matique et en déduire c‘r;, ainsi que des éléments permettant de
calculer les si,, B etd,,.

5.2 Cas ou le choix des niveaux
des facteurs controlés est aléatoire

On peut encore poser :
Xabp = /10+&da+%b+:iab+§abﬂ

Mais, le choix des facteurs n’étant plus systématique, on ne
connait plus de valeurs numériques pour chacun des niveaux du
facteur contrélé. En revanche, on peut formuler I'hypothése que ces
valeurs sont distribuées selon une loi de Gauss.

On pose dong, si les effets sont significatifs, que les corrections
Ay, By, I, sont des fluctuations aléatoires indépendantes et
qu’elles sont distribuées suivant des lois normales d’écarts-types
respectivement égauxa oy, 0g, 0ag- En choisissant convenablement
Ag, on a simultanément :

Elsd,]
E[%p]
E[3,,1=0

En calculant les espérances mathématiques des quotients vg,
Vg, Vag, On obtient:

2 2 2
Elval = kgvoa+voug+o;

2 2 2

Elvgl = kavog+Vvosp+o;
2 2

Elvapl = voag+0;

. 2
avec toujours Elvgl = o

Les valeurs numériques des quotients portées dans le tableau

d’analyse de la variance permettent, par identification avec leur espé-

rance mathématique, de calculer —lorsque cela a un sens, c’est-a-dire

PR 2 2 2 2

lorsque I'effet est significatif - les valeurs de 0, 04, 0, Osp-

Remarque : beaucoup d’ouvrages adjoignent au tableau d’analyse de la variance une
cinquiéme colonne appelée « espérance mathématique des quotients ». Lorsqu’on utilise
cette colonne, il faut garder présent a I'esprit qu’elle est écrite pour le cas ou I'effet corres-
pondant est significatif.

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
© Techniques de I'Ingénieur, traité Mesures et Controles



5.3 Construction
de l'intervalle de confiance

Exemple 2 (suite)

Les grandeurs précédentes permettent d’obtenir les limites de
Iintervalle de confiance. Reportons-nous a I'exemple 2 du para-
graphe 4. 11 s'agit de choix aléatoires des niveaux du facteur contrélé,
pour lesquels, puisqu’il n’y a pas d’interaction significative :

Elvg] = ky vo% +0'g =12 c§+ cg
2
Elvg] = o

Compte tenu des lois suivies par les quantités B et R, le quotient :

vg Vs
= 2 2
Elvgl _ 12 Op+0¢

Z 7]
E[vgl O—E

suit une loi de Fisher-Snedecor F(2; 27).

Il vient donc :
2
F.@2;:27)< 9¢ YB_F _(2: 27
1(2 S 5.5 SFa2(2;
* ( 120§+0§) v
ou encore :
2

_L{__J___.ﬁ_1}sf£\_]_{___1___.ﬁ_ }
12| Fup (2 27) vg 0'2 12 Fuqa (2 27) vg

Pour construire un intervalle de confiance a 90 %, on utilise les
limites :

FO,OS (2 ; 27) = 3,35

1 1
Fog5(2; 27) =

et Foos(27:2) 1946

et les valeurs tirées du tableau d’analyse de la variance :

vg=28,85 et vp=4,84
Il vient :
2
17 1 2885 S5 _ 1 285 |
Sra ko -1 ol <77 1946 g5 1
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On peut donc affirmer, avec une probabilité de 90 %, que :

Op
0,254 < — < 3,09
¢

Remarque : toute cette partie de I'exposé peut s’appliquer au cas de I'analyse de la
variance a simple entrée. |l suffit pour cela de se placer dans le cas des hypothéses :

— interaction AB non significative ;
— effet principal B non significatif ;
— effet principal A significatif.

5.4 Optimisation d’un plan d’expérience
dans le cas d'une étude
a un seul facteur controlé

Au moyen de calculs un peu plus complexes et surtout plus longs,
on peut déduire des résultats du paragraphe 5.2 et de la remarque
précédente I'équation de la courbe d’efficacité du test (voir article
[R 250]). Sile nombre de résultats de mesure est identique pour tous
les k niveaux du facteur contrélé (c'est-a-dire s'il est égal a v), cette
courbe se déduit de :

{ g

) -

ou o est le risque de premiére espéce et f le risque de deuxieme
espece.

Sa
O¢

Fy(k=1; N-k)
Fi p(k=1; N-k)

1
v

Exemple numérique : imposons-nous o = 0,05 et 8= 0,50 pour :

(

Les inconnues sont le nombre de niveaux k du facteur contrélé et le
nombre nde mesures par niveau. Le programme optimal est celui pour
lequel le nombre total de mesures N = kn est minimal. On procéde par
approximation. Pour des couples de valeurs n et k donnés, on obtient
les valeurs des fonctions de Fisher-Snedecor dans la table. Pour
o = 0,05 et B =0,50, on n'obtient pas en général exactement

)

2
= 0,10
%)

O a2
(7?) = 0,10 car net ksont entiers. Par approximation, on retient pour
) o 04\2
chaque valeur de k la valeur de n qui conduit a la valeur de (?5) la

plus proche de 0,10. On construit ainsi le tableau 13. Il en ressort que
le programme optimal correspond a la combinaison n = 19 et k= 5.

Remarque : cet exemple numérique illustre bien un fait qui n’est pas toujours facile a
faire comprendre : ce n’est pas en multipliant beaucoup les points de mesure — en dimi-
nuant donc le nombre des mesures par points — qu’on diminue le risque de se tromper
dans les conclusions.

Tableau 13 — Optimisation d'un plan d’expérience a simple entrée a k niveaux et n mesures par niveau

K 2 3 4 5 6
n 75 34 24 19 16
o 2

(??) 0,01 0,01 0,100 0,100 0,103 0,
—kn 150 102 96 95 96
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Il est possible de généraliser I'analyse de la variance a 3, 4, 5...
facteurs contrélés. Il n’est cependant pas certain que I'usage de ces
généralisations soit a recommander. D'abord, parce que cela
conduit a des expérimentations colteuses au regard de ce qu’elles
enseignent, en général. Ensuite, parce qu’il est souvent bien difficile
de transformer les interactions deux a deux ou trois a trois mises
a jour en conclusions physiques utilisables — en raison de la
complexité méme de ces interactions multiples.

Exemple : une analyse de la variance a quatre facteurs contrélés
A, B, C, D fait intervenir les interactions suivantes :

2a2:AB, AC, AD, BC, BD, CD
343:ABC, ACD, ABD, BCD
4a4:ABCD

Soit onze interactions possibles pour lesquelles il faudrait pouvoir
proposer un contenu physique !

6.1 Carré latin

Un cas particulier d’analyse de la variance a triple entrée est
cependant fréquemment utilisé en pratique dans la mesure ou il ne
nécessite qu’un budget d’études assez limité. Il porte le nom de
carré latin.

Dans un plan d’expérience en carré latin, les trois facteurs
contrélés vont intervenir avec un méme nombre de niveaux chacun
(ka = kg = kc). Le plan d’expérience peut étre représenté par un carré
divisé en k4 colonnes correspondant aux k4 niveaux du facteur A
et kg lignes (kg = k) correspondant aux kg niveaux du facteur B. A
toute case du carré A, By, est associé un niveau C; du facteur C, de
facon que surchaque ligne et sur chaque colonne du carré apparaisse
une seule fois chacun des k¢ niveaux du facteur C.

Cependant, s’agissant d’'un plan d’expérience limité, on ne
s’étonnera pas qu’'il ne permette pas de tirer toutes les conclusions
qu’on tirerait d'une analyse de la variance classique. On propose
de I'étudier sur un exemple.

Exemple 4

Des ruptures en service de l'isolant en polythéne de cables télé-
phoniques apparaissent étre trés irréguliéres. On se propose de
rechercher si les irrégularités constatées peuvent provenir, au stade
de la fabrication, de :

— la qualité de la charge d’isolation employée ;

— I’état de la boudineuse qui effectue I'isolation ;

— le pas de quartage utilisé.

A cette fin, on réalise 25 échantillons portant sur:

« 5 qualités de charge (repérées 1, 2, 3, 4, 5) ;

* 5 boudineuses (repérées A, B, C, D, E) ;

« b5 pas de quartage (repérés a, b, c, d, e).

L'association de ces parameétres est effectuée conformément au
tableau 14 de telle sorte que le « croisement » des différents facteurs
soit « bien » assuré.

Les résultats d’'essais de traction sont reportés sur le tableau 15.
Il est alors possible de calculer (tableau 16) les différentes grandeurs
utilisées dans I'analyse. On a pris soin d’effectuer un changement
de variable 2 (x — 170) pour manipuler des nombres plus simples. On
aboutit au tableau 17 d’analyse du carré latin.
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Tableau 14 - Conception d’un plan d’expérience
du type carré latin

Boudineuse
Charge

A B C D E

a 1 3 5 4 2

b 5 4 2 1 3

Pas c 2 1 3 5 4
d 4 2 1 3 5

e 3 5 4 2 1

Les lignes correspondent aux pas de quartage (premier facteur controlé),
les colonnes a la boudineuse (deuxiéeme facteur controlé) ; les qualités de
charge (troisieme facteur controlé) sont indiquées dans les cases, de fagon
que chaque charge apparaisse une fois et une seule dans chaque ligne et
dans chaque colonne.

Tableau 15 — Résultats de I'exemple 4 de carré latin.
(Essais de traction)

Résultats d’essai Boudineuse
(MPa) A B c D E
a 164 169 170 171 172,5
b 169 172 174,5 170 170
Pas c 173 170,5 166 172 169
d 169 170,5 166 166 168
e 166 174 173 174 169,56

On constate que :
— facteur « pas » :

V.
—L = 4,025 Fyp5 (4 12) = 3,26
VR .

— facteur « boudineuse » :

V.
2 = 262<Fyq5(4; 12) = 3,26
Vg !

— facteur « charge » :

v
—2 =10,40> Fyo; (4 ; 12) = 5,41
Vg ’

e Conclusions

On en déduit qu’on doit rejeter I’hypothése d’homogénéité, au
seuil o= 5 % pour le facteur « pas », au seuil oo = 1 % pour le facteur
« charge ». En revanche, on peut, au seuil o. =5 %, éliminer I'hypo-
these d’influence du facteur « boudineuse ». En conséquence, on
conseillera d’'étre par priorité attentif au facteur « pas » pour
remédier aux anomalies constatées.

Remarque : dans ce type d’analyse en carré latin, la pseudorésiduelle utilisée se déduit
par différence da la variation totale T et de la somme des effets principaux. Il ne s’agit donc
pas de la résiduelle habituelle due aux seuls facteurs non contrélés. Elle intégre les éven-
tuelles interactions que le carré latin ne peut déterminer ; ce qui conduit a dire parfois, de
facon approximative, que le carré latin pose comme hypothése qu’il n'y a pas d’interaction.
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Tableau 16 — Calculs pratiques en vue de I'analyse du carré latin (exemple 4)

Résultats de mesure, aprés changement de variable,
et moyennes pour les facteurs « pas » et « boudineuse »

Résultats, aprés changement de variable,
et moyennes pour les facteurs « pas » et « charge »

Boudineuse Sommes Moyennes Charge
Valeurs ar ligne ar ligne Valeurs
A B C D E parilg parfig 1 2 3 4 5
a -12 -2 0 2 5 -7 -1,4 -12 5 -2 2 0 a
b -2 4 9 0 0 11 2,2 0 9 0 4 | -2 b
Pas ¢ 6 1 -8 4 -2 1 0,2 1 6 -8 -2 4 ¢ Pas
d -2 1 -8 -8 -4 -21 -4,2 -8 1 -8 -2 -4 d
e -8 8 6 8 -1 13 2,6 -1 8 -8 6 8 e
Somme
Somme
Sommes . . des moyennes Sommes
par colonne 18| 12 -1 6 -2 gen_erale : par ligne : -20 29 -26 8 6 par colonne
Somme Moyenne
Moyennes des moyennes énérale 8 Moyenne
parcolonne -36 24 -0,2 1,2 -0,4 parcolonne: 9 012 -40 58 -52 16 12 par colonne
Carrés des résultats et des moyennes Carrés des résultats et des moyennes
pour les facteurs « pas » et « boudineuse » pour les facteurs « pas » et « charge »
Carré Boudineuse Sommes Carrés Charge Carrés
arrés )
des carrés des des
des valeurs N
A B Cc D E par ligne moyennes 1 2 3 4 5 valeurs
a 144 4 0 4 25 177 1,96 144 25 4 4 0 a
b 4 16 81 0 0 101 4,84 0 81 0 16 4 b
Pas ¢ 36 1 64 16 4 121 0,04 1 36 64 4 16 ¢ Pas
d 4 1 64 64 16 149 17,64 64 1 64 4 16 d
e 64 64 36 64 1 229 6,76 1 64 64 36 64 e
Sommes Somme
des carrés générale : 31,24 x5 Sommes
par colonne = 252 86 245 | 148 46 777 = 156,20 210 207 196 64 100 par colonne
Carrés des A=
moyennes 20,36 x5 0,014 4 x 25 %04%85 ﬁg
par colonne 12,96 5,76 0,04 1,44 0,16 =101,00 =0,3600 16,00 33,64 27,04 2,556 1,44 - ¢
Tableau 17 - Tableau d’analyse du carré latin (exemple 4)
Variations Sommes des carrés Degrés de liberté Quotients
Variation due au pas 156,20 - 0,36 = 155,84 4 v, = 38,96
Variation due a la boudineuse 101,80 -0,36 = 101,44 4 v, = 25,36
Variation due a la charge 403,40 - 0,36 = 403,04 4 v3 =100,76
Variation « résiduelle » R=776,64 — 155,84 - 101,44 - 403,04 = 116,32 12 vg= 9,69

Variation totale

T=777-0,36 = 776,64

6.2 Analyse de la variance emboitée

Un autre cas particulier important se préte bien a I'application
concreéte : c’est celui ol les facteurs sont hiérarchisés — on dit
emboités — les uns par rapport aux autres, selon le schéma de la

figure 3.
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6.2.1 Construction de I'arbre

On supposera que I'on rencontre le méme nombre de sommets
dans tout trajet qui, partant du pied de l'arbre, conduit a I'une
quelconque des branches extrémes. On appelle ordre du plan le
nombre commun de sommets ainsi rencontrés (la figure 3 est tracée
pour un plan d’ordre 3).

Les sommets de méme rang correspondent aux différentes moda-
lités d’intervention d’'un méme facteur controlé : facteur A pour les
sommets de rang 1, etc.
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En suivant, sur ce diagramme, un trajet
partant de |I'observateur (au pied de I'arbre)
et conduisant a I'une quelconque des bran-
ches extrémes, on peut retrouver immédia-
tement quels sont les niveaux (ou modalités)
particuliers d’intervention des différents fac-
teurs qui ont concouru a |"apparition de I'ob-
servation effectuée.

Par exemple, le trajet 2111 correspond au
niveau 2 du facteur A, au niveau 1 du fac-
teur B, au niveau 1 du facteur C, et & la pre-
miére mesure pour cet ensemble de fac-
teurs.

Figure 3 - Plan d’expérience se prétant a un dépouillement par analyses emboitées

On supposera enfin qu’il part un méme nombre de branches de
chacun des sommets d’'un méme rang : cette condition correspond
a un plan d’expérience dit « orthogonal » (par exemple, de chaque
sommet du rang 1 partent trois branches).

6.2.2 Notations

On notera par:

ks le nombre de branches partant du pied de I'arbre vers les
sommets A ;

kg le nombre de branches partant de chaque sommet A vers les
sommets B ;

kc le nombre de branches partant de chague sommet B vers les
sommets C;

v lenombre de branches partant de chaque sommet C (branches
extrémes).

Le nombre total de mesures est donc égal a:
N= kA kB kc \4

6.2.3 Calculs des variations

Partant des sommets C de rang le plus élevé, on peut considérer
I'ensemble des observations recueillies xzpc.5 comme les données
d’'une analyse de la variance a simple entrée, dont les différents
niveaux correspondraient aux sommets de rang C. Il est alors pos-
sible de calculer la variation intraclasse ou résiduelle correspondant
a cette analyse, soit :

MI (ABC) = 2 (Xabc[ifxabc.)2
abe

qui caractérise la somme des dispersions des mesures provenant
d’'un méme sommet de rang C (et donc, a fortiori, d'un méme
sommet A et d'un méme sommet B), le trajet menant de I'obser-
vateur a un sommet de rang C étant unique. Cette remarque justifie
la notation M| (ABC) adoptée, qu’on lit « M si ABC ».

La moyenne x,, ., de toutes les observations partant d'un méme
sommet C peut étre prise comme mesure caractérisant ce sommet.

Partant alors des sommets de rang B, on peut considérer
I'ensemble des moyennes x,,., comme les données d'une analyse
de la variance a simple entrée, dont les différents niveaux corres-
pondraient aux sommets de rang B. Il est alors possible de calculer
la variation intraclasse ou résiduelle correspondante, soit :

Cl(AB) = ¥ V(Xapou— Xapes)?

abc

R 260 -14

qui caractérise la somme, pour tous les sommets B, des dispersions
des moyennes x,,., caractérisant tous les sommets C reliés a un
méme sommet B.

Le méme processus peut s’étendre inclusivement jusqu’aux
sommets A. Partant en dernier lieu de I'observateur, on peut calculer
la variation :

A= S kgke V(Xgees— Xona)?
a

qui caractérise la dispersion entre sommets A (effet principal du
facteur A).

On a ainsi effectué une suite d'analyses a simple entrée qui
s'emboitent les unes dans les autres, ce qui justifie I'appellation
adoptée pour ce plan d’expériences.

Comme il est facile de le vérifier, la somme des variations intra-
classes de toutes ces analyses et de I'effet principal A est équiva-
lente a la variation globale (ABCM) :

(ABCM) = A+ B| A+ C|(AB) + M| (ABC)

On présente, comme d’'usage, I'ensemble de ces résultats sous
la forme du tableau 18 d’analyse de la variance.

6.2.4 Interprétation d’une suite d’analyses emboitées

Ce plan d’expériences correspond au modeéle mathématique défini
par la formule suivante :

Xabc[} = ;LO + &Qa + %ab + %abc + gabcﬁ

avec 1y est une constante,

A,  estuneterme correctif intéressant chacun des niveaux
du facteur A,

B,p, estunterme correctifintéressantchacun des niveaux du
facteur B,

%,pc estunterme correctifintéressantchacun des niveauxou
modalités d’intervention du facteur C,

Sabep est une fluctuation aléatoire résiduelle caractérisant la

dispersion entre mesures issues d’'un méme sommet C.
Nous supposerons que E[&] = 0 et que la distribution
de £ est une distribution normale d’écart-type O¢.

Pour effectuer l'interprétation de I'analyse emboitée, deux cas
sont a considérer.
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Les modalités d’intervention des facteurs A, B et C
sont choisies au hasard

Nous considérons alors les termes correctifs «,, B, et €,
comme des variables aléatoires indépendantes normales, avec :

Elsd,1=0 var(d,) = Gi
E[B,,] =0 var(®,,) = 05

2
E[€,p.] =0 var(6,,.) = Oo¢

Le choix des modalités d’intervention des facteurs A, B et C
est systématique

Nous considérons alors les termes correctifs comme des
constantes caractérisant le choix des modalités d'action des facteurs
A, B et C. Nous ne perdrons pas de généralité en supposant que
ces constantes vérifient, de plus, les relations :

29&6 =0 oud, =0
a
zb:%ab =0
Z(gabc =0
c

Le tableau 19 fournit les espérances mathématiques des
quotients, d'aprés le mode d’intervention des facteurs contrélés.

ouRB, =0 etparsuite B, =0

ou6,, =0 etparsuite6,,=0,6,,=0
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On déduira immédiatement de ce tableau les valeurs des espé-
rances mathématiques des quotients, dans le cas d'un choix mixte
des niveaux des facteurs controlés.

6.2.5 Recherche des termes significatifs

La recherche des termes significatifs se fera selon des processus
différents selon la nature du choix des modalités d’intervention des
facteurs A, B et C.

Le choix est aléatoire

Le quotient vy apc) servira de terme de comparaison pour
déterminer si I'écart-type oo peut ou non étre considéré comme
nul, au seuil o.

Si I'on doit considérer o comme différent de zéro, il faudra alors
utiliser le quotient v¢|ap) pour déterminer si I'écart-type og est nul,
au seuil o.

Enfin, si I'on doit considérer og comme différent de zéro, il faudra
utiliser le quotient VB|a pour déterminer si I'écart-type o4 est nul,
au seuil o.

Le choix est systématique

On utilisera toujours le quotient vy apc) comme terme de
comparaison pour déterminer si I'un quelconque des trois effets A,
B|A et C|(AB) est significatif, au seuil o.

Tableau 18 - Tableau d’analyse de la variance emboitée

Variations Sommes des carrés Degrés de liberté Quotients
A

Effet principal du facteur A A= ZkB Ko V(Xgeee = Xo0ad)? ka-1 Va= 17

a A~
Somme des effets principaux du facteur B, BIA =S kov(xX., —x. )2 _ __BlA
pour un méme A | ZJ ¢V Xabee Zees) kalkg—1) VB|a kA(ka 1)
Somme des effets principaux du facteur C, CI(AB) = V(Xar =Xy )2 _ __ Clias)
pour un méme B et un méme A lAB) g‘c (Xabew ™ Xabes) ka kgtke=1) VelAB) T T kg (ko- 1)
Variation entre mesures, pour un méme C, un MI(ABC) = X X, )2 _ _ _ MI|ABC)
méme B et un méme A (variation résiduelle) I ) abzc'ﬂ (Xabep = Xabe.) ka kg ketv=1) YMIABC) T Tk ke (v—1)
Variation totale (ABCM) = 3 (XapopXouaa)? ka kg ko v-1

abcp

Tableau 19 - Calcul des espérances mathématiques des quotients de I'analyse emboitée

Le choix des modalités d’intervention
des facteurs A, B et C est aléatoire

Elval kg k¢ voi+kc vag+ v0'20+ cg

Elvg|al ke vo§,+ voi-+ 02
Elveyag)] vo%+ 0'2
Elvmyasc)] o

Le choix des modalités d’intervention
des facteurs A, B et C est systématique

kg ke v 2. 2
oo gsﬁa+05

kev 2 2
— Y@’ +0
kA(kB_‘I)g; ab 4

2
ot 65

1% 2
SN Su—
kAkB(kc—1)gfc ab

2
O¢

On rappelle que ces expressions sont écrites dans le cas ou tous les facteurs emboités sont significatifs. Il faut, comme déja vu dans les paragraphes précédents,
les adapter — avec des valeurs nulles — dans le cas ou un (ou plusieurs) facteurs ne serai(en)t pas jugé(s) significatif(s) au seuil a.
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6.3 Exemple d’analyse
de la variance emboitée

Exemple 5

Pour exécuter le revenu de petites pieces en acier, on dispose d'un
four a circulation d’air forcé, qui contient un panier comportant
6 étages sur lesquels on place les piéces a traiter (figure 4). Ces
étages sont numérotés de 1 a 6, en sens inverse de la circulation
de l'air chaud.

On se propose de déterminer s'il existe une différence systéma-
tique de dureté entre les piéces traitées sur les différents étages.
Dans cette étude, il faudra tenir compte de la dispersion éventuelle
de dureté entre piéces ainsi que de I'"hétérogénéité de dureté au
sein d’'une méme piéce.

o Plan d’expérience

On préleve donc sur chacun des 6 étages (facteur A, systématique,
du premier rang, k4 = 6) deux pieces (facteur B, aléatoire, du
deuxiéme rang, kg = 2) sur lesquelles on fait deux mesures de dureté
(v=2). Les résultats de mesure sont reportés sur le tableau 20.

o Analyse de la variance

On a calculé sur le tableau 20 les sommes par piéce, les sommes
par étage, ainsi que le total général. Il est commode d’effectuer les
calculs dans I'ordre suivant.

a) Variations « entre étages »

En observant que les sommes « par étage » sont des sommes de
4 mesures et que le total général est une somme de 24 mesures,
il vient (cf. formule du tableau 3) :

2 2 2 2 2 2 2
A - 4224452430 119 +152+ 14 _lgg_ = 233,375

Tableau 20 - Résultats de mesure de dureté (exemple 5)
Etages A 1 2 3 4 5 6
Pieces B 121 2 1 2 1 2 1 2 1 2
10 12 12 12 7 6 5 3
Mesures M
812 1110 9 8 6 5 2 4 4 5
Sommes par piece 18 24 23 22 16 14 11 8 11
Sommes par étage 42 45 30 19 15 14

I
<)
o

Total général 165
Origine : 30 Rockwell C - Unité : 1 point Rockwell C

b) Variations « entre piéces d’un méme étage »

Pour calculer ce terme, on doit effectuer la somme des résultats
de 6 analyses de la variance a simple entrée indépendantes ; chacune
d’elles correspondant aux variations entre piéces d’'un méme étage.
Nous n’effectuerons pas ces analyses individuelles, car il est possible
de calculer directement la somme de leurs résultats. En observant
que les sommes par pieéce sont des sommes de 2 mesures, il vient :

BIA_182+242+232+222+162+142+112+82+42+112+82+62
B 2
_ 422+452+302+ 192+ 152 + 142
4

= 25,75

c) Variations entre mesures d’une méme piéce

On doit ici effectuer 12 analyses de la variance indépendantes a
simple entrée, correspondant aux 12 pieces examinées. En faisant
la somme des résultats de ces analyses, il vient :

M|(AB) = 102+82+122+..+42+42+12+52
_182+242+..+82+62
2

= 23,50

On a établi, d'aprés ces résultats, le tableau 21 d’'analyse de la
variance que I'on a complété en y faisant figurer I'espérance mathé-
matique des quotients, calculée d’apres les résultats du paragraphe
précédent.

oy e
%53: :i§
e
e
%:&tﬁ%
&\\\\\\\\\%

Figure 4 - Four a circulation d’air forcé

Tableau 21 - Tableau de I’analyse de la variance de I'exemple 5

Variations Sommes des carrés

Variation entre étages A=233,375
Variation entre pieces d'un méme étage B|A=25,75
Variation entre mesures d’'une méme piéce M|(AB) = 23,50

Variation totale (ABM) = 282,625
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Espérances
Degrés de liberté Quotients mathématiques
des quotients
4 2 2 2
ka-1=5 v, = 46,675 —5—2&46+20'B+05
a
(kB—1) kA=6 VB|A=4'292 2(725+Gé
ka kglv—1) =12 Vij(ag) = 1,958 ol

23
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o Interprétation du tableau d'analyse de la variance

On déduit du tableau d'analyse de la variance les conclusions
suivantes :

a) I'hétérogénéité de dureté au sein d’'une méme piece est carac-
térisée par un écart-type dont on peut estimer la valeur a:

6 = +/1,958 = 1,4 point Rockwell

soit, approximativement, une dispersion totale de la dureté au sein
d’'une méme piece de :

+ (3,09 x 1,4) = + 4,3 points Rockwell

Nota : rappelons en effet que 99,8 % des valeurs (celles-ci étant distribuées suivant la loi
de Gauss) sont comprises dans un intervalle [- 3,09 ¢; 3,09 ¢ ] autour de la moyenne.

b) Il n‘est pas possible, au seuil a =5 %, de mettre en évidence
de différence systématique de dureté entre pieces d’'un méme étage.
En effet, le quotient VB|A n’est pas significatif par rapport au quotient

VM|(AB) -

Vla  _ 4,292

= 2,19<Fy05 (6; 12) = 3,00
Vmias) 195 0,05

On peut donc admettre que I'écart-type og est nul.

c) Il existe par contre, au seuil oo =5 %, des différences signifi-
catives entre étages, comme le montre la comparaison des quotients

va et vBlA:

Va _ 46,675
Vora | 4292

=109>F;4(5; 6) =875

d) On peut déduire du tableau de données des estimations des
duretés moyennes des pieces traitées sur chaque étage. Ces estima-
tions sont entachées d'une erreur approximative (limites de
confiance pour un seuil de 5 %) donnée par application de la formule
de Student, dans ce cas particulier.

Pour calculer la dureté de chacune des 12 piéces, on dispose de
24 mesures. Le nombre de degrés de liberté de la loi de Student
est égal a la différence du nombre de mesures (24) et du nombre
de relations utilisées pour effectuer les calculs (12). Ce nombre est
donc égal a 12. Par ailleurs, nous avons conclu qu’on ne peut mettre
icien évidence de différence de dureté entre pieces d’'un méme étage.
Pour chaque étage, 4 mesures interviennent pour déterminer 0'5
De ce fait, I'intervalle de confiance a 95 % est :

o)
i[t0,05(12) : Tﬂ = £[2179 %} = 1,5 point Rockwell

On obtient ainsi les duretés moyennes suivantes :
1o étage : (30 +82_ 40,5) + 1,5 point Rockwell
2¢ étage :

+ 1,5 point Rockwell

3¢ étage : (30 + =37,5|+ 1,5 point Rockwell

5¢ étage :

4¢ étage : (30 + — 34,7) + 1,5 point Rockwell
( 33,7) + 1,5 point Rockwell

6¢ étage : =33,5) £ 1,5 point Rockwell
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Lorsqu’a été mise en évidence I'influence significative d’un facteur
(ou d’une interaction) dans le cas du choix systématique des niveaux
du facteur controlé, il est naturel de chercher une fonction repré-
sentant le phénomene. Le cas le plus fréquent est celui d’une fonc-
tion monotone (croissante ou décroissante) qu’on peut toujours — au
moyen d'une anamorphose éventuellement - représenter sous
forme d’une fonction linéaire. Ainsi la parabole y = ax? devient une

droite y = aten posant x = ./t , 'exponentielle y = ae*PX devient une
droite t=-b x+ m en posant t=Ilnaet m=Iny, etc.

Remarque : dans ce genre de probléme, les deux variables x et y ne jouent pas des roles
symeétriques. x est la variable d’entrée, celle dont on s’est fixé la valeur dans le plan d’expé-
rience, y est la variable de sortie, celle qui résulte de la mesure — et qui, généralement, incor-
pore au passage toutes les raisons exprimées dans le premier paragraphe d’étre distribuée
selon une loi de Gauss. |l faudra étre particulierement prudent dans I'utilisation des résultats
de la régression ; s'il est toujours valide de « prédire » la valeur de y pour une valeur de x
donnée, il est nécessaire de bien réfléchir a la nature physique du probléeme avant de tenter
de « prédire » la valeur de x pour une valeur de y donnée.

7.1 Relevé des observations

Pour chaque valeur x; de la variable d'entrée, on obtient plusieurs
(n;) résultats de mesure :

Yin 1 Yia = Vin;

Le nombre total d'essais est :

Ces résultats sont reportés sur le tableau 22.

Tableau 22 - Résultats utilisés
dans I'analyse de la régression
Variable d’entrée Variable de sortie

X1 Y11
X2 Y21

Xj

Xp
Le nombre total d’essais est :

On rappelle que la variable d’entrée et la variable de sortie ne jouent pas
des roles symétriques.

7.2 Hypotheése de la régression linéaire

Si les résultats peuvent étre mis sous forme d'une régression
linéaire, I'expression de la variable de sortie y est de la forme :

y=o+pBx+¢&
ou o et B sont des constantes,
13 une fluctuation aléatoire d’espérance mathématique

nulle.

Compte tenu de la remarque précédente, on suppose que ¢ suit
une loi normale centrée, d'écart-type O indépendant des valeurs de
la variable d’entrée x. On retrouve la une hypotheése liée a la nature
et au role des facteurs non controlés.
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Dans ces conditions, la distribution de la variable de sortie suit
aussi une loi normale. Son espérance mathématique est :

Elyl=o+ Bx
Son écart-type est:
0'y = 65
Le phénomeéne peut étre représenté dans un plan par une droite A,

appelée droite de la régression théorique de y en x, dont I'équation
est:

Elyl=o+ Bx

On se reportera a la remarque précédente pour bien distinguer
les sens physiques de la variable d’entrée et de la variable de sortie.

7.3 Régression linéaire

A

7.3.1 Estimation de la variance d’erreur O'E

Une analyse de la variance a simple entrée effectuée sur les valeurs
. . . . . .2
de la variable de sortie y permet d’obtenir une estimation o¢ de

. , 2 .
la variance d’erreur ore Pour cela, on calcule, comme précédem-

ment aux paragraphes 2 et 3, en utilisant les notations du tableau 22
(n; nombre de mesures pour le niveau i de la variable d’entrée, p
nombre de niveaux pour la variable d’entrée, N nombre total de
mesures) :

— la variation totale T:
T= 2_] 2
= Z(y,—,-) N Zyij
if if
— la variation interclasse A:

A= B[z ] (T

i
1 2 .
avec A = W(z y,-/-> terme correctif ;
ij

— la variation résiduelle R:

R=T-A
I aati ; 2 2
— l'estimation o¢ de o :

6=
&= N—p

7.3.2 Droite de régression empirique

Puisqu’on ne connait pas les valeurs des parameétres de la droite
théorique de régression A d’équation E[y] = o + x, on en cherche
une estimation D appelée droite de régression empirique. Son
équation sera:

Y -y.=b(x-x)

p
z n;x;

i=1
N

2V

Voo = —’JN— moyenne sur y de I'ensemble des observations.

avec X, = moyenne sur xde I'ensemble des observations,
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b, le coefficient empirique de régression, est obtenu par la méthode
des moindres carrés, de y en x:

S2
b
avec Sy = Z”i(xi)z_iN[Zn’X‘}z
i !
e e[ [5elo

Cette droite de régression D, calculée, permet d’associer a toute
valeur x; de la variable d’entrée une valeur Y; - appelée « valeur
ajustée » — de la variable de sortie :

Yi= Y.+ blx;—x)

7.3.3 Caractere significatif de la régression

Mais ce n’est pas parce que des calculs sont possibles qu'ils ont
un sens, en d’autres termes, que les résultats obtenus sont signifi-
catifs. L'ingénieur sait bien que rien ne serait pire que de « trainer »
des calculs théoriques qui n"auraient pas de signification physique.

Afin de juger du caractere significatif de la régression, on va
décomposer la variation interclasse A en deux contributions :

— la premiere est celle qu’introduit logiquement la régression
linéaire lorsqu’elle est significative ; on I'appelle contribution de la
régression linéaire ; sa valeur est :

S =0 (Yi-y,.)?
7

On remarque que S; = s¢(b)2.

— la seconde est celle qui reste aprés qu’on a expliqué la variation
interclasse par la régression linéaire supposée significative ; on
I"appelle variation résiduelle par rapport a la régression linéaire ; sa
valeur est:

S, = Z”i(yi— yi)?=A-5,
i

On démontre que, comme au paragraphe 2, les grandeurs S; et
S, sont statistiquement indépendantes et qu’elles suivent des lois
de ;{2 a respectivement 1 et p-2 degrés de liberté.

Toutes ces grandeurs permettent de remplir le tableau 23 d’ana-
lyse de la régression, qui comporte tous les éléments permettant
de juger, avec un risque consenti o, du caractére significatif ou non
de la régression calculée en répondant aux questions suivantes.

Tableau 23 - Tableau d'analyse de la régression linéaire

Degrés

de liberte ~ Quotients

Variations Sommes des carrés

Contribution
de la droite
empirique de
régression

Sy =5,(b)? 1 vi=5

Résiduelle

par rapport A_S
3 la droite S,=A-5, p-2 Vy = ——=!
empiriquede p-2
régression

Variation T_A

intraclasse R=T-A N-p Vg = ——
ou erreur N-p

Variation _ g_i( “)2
totale T ,zj'y” N lzj'y” N-1
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a) Y a-t-il adéquation du modele linéaire ? Pour que le modele
linéaire puisse étre considéré comme acceptable, au seuil o, il faut
que l'inégalité suivante se trouve vérifiée :

V.
—=<Fup-2; N-p)
R

b) La pente de la droite de régression est-elle significative ? Pour
que la pente de la droite de régression soit significativement diffé-
rente de zéro, il faut que I'inégalité suivante soit vérifiée :

v, )
V—R>F°‘(1 ; N-p)

Si cette derniére inégalité est vérifiée, on peut adopter la valeur b
comme estimation du coefficient théorique de régression . On
calcule ensuite les valeurs ajustées de la variable de sortie y en uti-
lisant la formule :

Yi=y.+ bxj—x.)

Dans le cas contraire, on doit se contenter d’affirmer que les obser-
vations recueillies ne permettent pas d’exclure I'hypothése de I'indé-
pendance des variables d’entrée et de sortie. Dans ces conditions, le
coefficient théorique de régression f peut étre considéré comme nul
et les valeurs ajustées de la variable de sortie y doivent étre
considérées comme toutes égales a la moyenne arithmétique
globale des observations :

Y;=y.. pour tout i

Toutefois, si la conclusion d’une indépendance des variables x et
y parait surpenante, on pourra tenter de I'infirmer en multipliant le
nombre des essais.

7.3.4 Espérance mathématique des quotients

Lorsque les réponses aux tests ont conclu a un effet significatif,
on peut calculer les espérances mathématiques des quotients :

E[vq] = s1/32+0'§
E(vg) = 0'2

Exemple 6

Pour disposer d’une loi de rupture différée de réservoirs en acier
contenant de I'hydrogéne gazeux, on a procédé a un programme
d’essais accélérés. Alors que la pression de service envisagée est
de 200 bars, les essais ont été conduits a 500, 400, 330 bars. Les résul-
tats obtenus sont reportés sur le tableau 24. On se propose de
déduire de ce programme une régression permettant d’extrapoler
les résultats obtenus a la pression de service.

Comme pour beaucoup de phénomeénes de rupture en service
(fluage, fatigue, corrosion sous contrainte...), la littérature scienti-
fique laisse supposer que la loi physique est de forme
semi-logarithmique :

o=o0p-lgtg
ou o estlacontrainte de service,

tg le temps a rupture.

On commence donc par exprimer les résultats a I'aide de la
variable de sortie auxiliaire :

yij=19 t; (lg =logarithme décimal)

Ceci conduit au tableau 25.
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Tableau 24 - Tableau des résultats bruts de I'exemple 6

P (bars) 330 400 500
ty =386 ty1= 249 tg1 = 45
t13=530 t23= m t33= 59
t5 =847 t35 = 73
tg (jours) fie=914 28 1o
tyg = 238
tyg = 240

Nombre d’essais
N=20 n1=6 n2=2 n3=12

(1) fuite a I'embout.

Tableau 25 - Résultats de mesure de I'exemple 6,
aprés changement de variable

X = 330 Xp = 400 X3 = 500 p=3
y11=2587  yy,=2,396 y31 = 1,653
y12=2,603  yy,=2544 y32 = 1,771
y13=2,724 yz3 = 1,771
Y14 = 2822 yza = 1,806
Y15 = 2,928 y35 = 1,863
Yi6= 2,961 Y36 = 2,021
Y37 = 2,210
Y38 = 2,377
)/39 = 2,380
y310= 2,415
y311=2,615
y312=2,623

ny=6 ny,=2 ny=12 N=20

Sy, =16625 Yy, =4940 Yy, =25505 Yy, =47,07
7 7 7 7

2 2 2
Eyfl. =46,193 >.v3; =12213 Y y3; =55571 Yy =113,977
7 7 7 7

Calculs
Il est alors possible de faire tous les calculs nécessaires.
Terme correctif :

A= [Svs]" = 11078
ij

Variation totale :
T=Yyi-— [Zy-}z = 113,97-110,78 = 3,19
a iTN A i E , ,
Variation interclasse :

1 2 1 2
A= Z{T, [;y,-,] }‘W [Zy,j] = 112,48-110,78 = 1,70
i Ui
Variation résiduelle :
R=T-A=3,19-1,70=1,49
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Calcul de I'équation de la droite empirique de régression :

Znixi
_ i

X, N 439
Vi
Vo=~ = 235
S = zn,xf-—;v [Zn,X,—T = 119103
R i
1
o= 3n[3n] 433 - v
i j

S.
b =-%2=_038 102
$1

Droite empirique de régression :
Igtg=2,35-0,38 - 1072 (x - 439)

Contribution de la régression linéaire :

Variation résiduelle par rapport a la régression linéaire :
S,=A-S,=107?

Conclusions

En utilisant les valeurs obtenues, on obtient le tableau 26 d’ana-
lyse de la régression, qui permet la discussion suivante, au seuil
a=5%:

— on constate que :

Va
—2 2 0,11<Fyp5 (1; 17) = 4,45
VR ’

d’ou I'on conclut que la relation linéaire entre P et tg représente de
facon satisfaisante le phénomeéne ;
— on constate que :

V.
—L =19,3>Fyo5 (1; 17) = 4,45
Vg 4

d'ou I'on conclut que la pente est significative.

Tableau 26 - Tableau d’analyse de la régression linéaire
de I'exemple 6

Sommes des carrés Degrés de liberté Quotients
S1=1,69 1 vi=1,69
S, =107 1 vy =102
R =149 17 vg=8,76-1072
T =319 19

De ces deux conclusions, il vient que, avec un risque consenti de
5 %, le phénomeéne étudié peut — pour l'acier, la géométrie et la
technologie de fabrication considérés — étre représenté par la
relation :

Ig tg = 2,35 -0,38 - 1072 (x - 439)

ou tg est exprimé en jours et x en bars.
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En particulier, si I'on fait I'hypothése physique que le phénomeéne
de rupture différée quiintervient est le méme pour les pressions plus
faibles, on peut extrapoler la droite de régression obtenue et estimer
la durée de vie moyenne des réservoirs pour une pression de service
de 200 bars. Il vient que pour x =200, Ig tg vaut 3,26. D'ou :

tp=1810 jours

Comme I'estimation de I'écart-type 6‘5 sur la distribution de Ig tg
est fournie par:

6; = Jvg = 0,296

on peut calculer la probabilité de rupture prématurée, avant une
durée de vie donnée.

Ig tg est distribué, pour x = 200 bars, suivant une loi de Gauss de
moyenne 3,26. La probabilité qu’une rupture intervienne en moins
de 800 jours correspond a la variable normale réduite :

g 800-3,26 _

U=W_—1,20

On litdanslatable o = 0,115 (cf. article [R 270] Tables statistiques).
Il'y a donc, dans cet exemple, un peu plus d'une chance sur 10 pour
qu’une rupture intervienne en moins de 800 jours a x =200 bars.

Remarques

e Dans l'interprétation ultérieure des courbes de régression, il
convient de s’interroger sur la signification des extrapolations
(au-dela du domaine de variables d’entrée expérimentées) et des
interpolations (a l'intérieur de ce méme domaine). Cette discussion
ne peut relever que de I'analyse physique :

— pour extrapoler, elle doit conclure a la « stabilité » du phéno-
mene en dehors du domaine d’expérimentation, comme dans
I'exemple précédent ;

— pour interpoler, il faut étre tout particulierement attentif a
d’éventuelles fluctuations périodiques qui seraient occultées par
un choix malheureux des valeurs de la variable d’entrée choisies
pour I'expérimentation (figure 5).

e Les ressources des mathématiques étant presque infinies, il est
toujours possible de faire passer une courbe de degré n-1 quand on
procéde a une expérimentation avec n valeurs de la variable
d’entrée. Des méthodes statistiques analogues a celle exposée dans
ce paragraphe permettent d'ajuster la meilleure de ces courbes.

Cela ne dispense pas de réfléchir a la signification physique
qu’aurait une telle courbe trouvée « significative ». Dans I'exemple
n° 5 précédent, on aboutirait & une courbe du troisieme degré, ce
qui ne correspond a aucune signification physique. On ne peut que
conseiller d’exercer a bon escient |'esprit critique qui fait partie de
la culture profonde de I'ingénieur.

y A

<

[
T Ll

N0 %1 Xi2 X.a x

Figure 5 - lllustration d'un cas délicat pour I'analyse
de la régression linéaire : une fluctuation périodique
superposée a une tendance monotone linéaire

peut étre délicate a mettre en évidence
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7.4 Détermination des intervalles
de confiance

La droite D déterminée au paragraphe 7.3.2 précédent constitue
la « meilleure droite possible ». Au sens de I'estimation statistique,
elle constitue une estimation ponctuelle. Dés lors se pose la question
analogue pour déterminer une estimation par intervalles.

Tout d'abord, il est possible de construire les intervalles de
confiance pour o et B. La meilleure estimation de og est donnée
(N-p)vg

2

O¢

par vg. Comme la quantité est une variable de ;{2 aN-p

degrés de liberté, il vient :
(N-p)v
Prob {x§1(N—p)< —————E——f<x§2(N—p)} = 0lq— 0Oy
o
4

[T . > 2
d’ou l'intervalle de confiance a oy — oy de O::

(N-p)vg 2 (N-p)vg
5 <0< 5
X2 (N=p) X1 (N=p)

Par ailleurs, le coefficient de régression empirique b est distribué
suivant une loi normale de parameétres :

E[b] =B
2
var[b] = 2-—5 = KE
S1 5

Il vient que la quantité b-p est une variable de Studenta N-p
VR
5

degrés de liberté :

Prob {—t(x(N—p)< b;ﬁ<ta(pr)} =1-a
R

S1

d’ou l'intervalle de confiance a 1- o pour f:

VR i
b-t,(N-p) s—1<ﬂ<b+ t,(N-p) 3—1
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Plus généralement, il est possible — aprés des calculs assez
longs — de déterminer une zone de confiance a 1- o relative a la
droite théorique de régression A. On montre que cette zone est déli-
mitée par une hyperbole d’équation :

B 2vgF,(2; N-p) 59
Y- V. = b(x-x,) {1 J—“J bZs, (1 * N(x—x.)2>}

dont les asymptotes ont pour équations :

Y_y =b(X—X,)|:1i M}
.o b2$1

Sur lafigure 6 tracée dans un cas réel d’analyse, on peutlire I'inter-
valle de confiance sur la variable de sortie Y, déterminé a partir de
la zone de confiance. On constate que cet intervalle est minimal pour
la valeur moyenne x, des valeurs choisies pour la variable d'entrée.
On constate aussi qu’il s’élargit considérablement dans les zones
d’extrapolation.

Domaing étudié _Exirapolation

|
H
L}

T T fr T T T -

I L'intervalle de confiance sur y est minimal pour x = x,

Figure 6 - Zone de confiance relative
a la droite théorique de régression D
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